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Παρακάτω θα δούµε µερικά παραδείγµατα στα οποία θα συσχετιστούν η µεταφορική αcm και η γωνιακή επιτάχυνση 

αγων.   Θα ξεκινήσουµε αρχικά και θα θυµηθούµε πως βρίσκουµε την ταχύτητα ενός σηµείου που εκτελεί σύνθετη κί-

νηση: 

Έστω ένας τροχός που εκτελεί σύνθετη κίνηση α) µεταφορική σε 

κατακόρυφο επίπεδο και β) στροφική πάνω στο επίπεδο της µεταφο-

ρικής και ως προς άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο 

του και είναι κάθετος στο επίπεδο αυτό.  

Από την αρχή της ανεξαρτησίας των κινήσεων η ολική ταχύτητα ����     
(από εδώ και στο εξής θα την ονοµάζουµε ταχύτητα) είναι η συνιστα-
µένη των ταχυτήτων της µεταφορικής ����. � �	
και της στροφικής 
των σηµείων της περιφέρειας :  ���
. =ω.R 

∆ηλαδή : ���� � ������ � ������
. (1) 

 Για τις ταχύτητες των Α και Κ του διπλανού σχήµατος έχουµε : 

 � Η ταχύτητα του σηµείου Α είναι : UA=�	
+���
. ( τα διανύ-

σµατα ������  και �������
. είναι οµόρροπα ). (2) 

 � ενώ για την ταχύτητα του σηµείου Κ έχουµε : UΚ=�	
-���
.  

 ( τα διανύσµατα ������  και �������
. είναι αντίρροπα ). (3)   

1. ����Όταν έχουµε κύλιση χωρίς ολίσθηση όµως το σηµείο επαφής Κ έχει ταχύτητα µηδέν ( ως προς το έδαφος ) 

µε αποτέλεσµα η Uk=0, οπότε από την (2) προκύπτει ότι   

 α) �	
 � ���
. =ω.R. [ Άρα από (2) και (3) προκύπτει: UA=2Ucm και φυσικά UK=0] 

β) Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση προκύπτει : 
��	


��
 =

��

��
. �����  αcm.=αγων.R    και αυτή η σχέση δεν 

χρειάζεται απόδειξη στην περίπτωση της κύλισης χωρίς ολίσθηση ενός τροχού.  

γ) Είπαµε ότι �	
 �ω.R � 
����

��
 = 

��

��
. � � dxcm=dθ.R � dxcm=dS ( δηλαδή όσο είναι η  µετατόπιση του κέ-

ντρου µάζας σε χρόνο dt, τόσο είναι και το µήκος του τόξου που διαγράφει ένα σηµείο της περιφέρειας. 

Προσοχή: αν η µετατόπιση του cm είναι dxcm, 

η µετατόπιση άλλων σηµείων του τροχού δεν 

είναι ίδια. Ας δούµε την περίπτωση του ση-

µείου Α. 

Αν έχουµε τυλιγµένο ένα νήµα γύρω από την 

περιφέρεια του τροχού και τραβάµε την ε-

λεύθερη του άκρη και το cm µετατοπίζεται 

κατά dxcm, τότε στον ίδιο χρόνο το σηµείο Α 

άρα και το άκρο του νήµατος θα έχει διπλά-

σια µετατόπιση. Η λογική του ισχυρισµού εί-

ναι η εξής :  

 

Προσέξτε το επόµενο συλλογισµό γιατί είναι αυτός που χρησιµοποιείται σε κάθε άσκηση που προσπαθούµε να 

συσχετίσουµε µήκος, ταχύτητα και επιτάχυνση 2 σωµάτων :Το άκρο του νήµατος ( το οποίο δεν είναι εκτατό, 

δεν είναι λάστιχο δηλαδή ) έχει ταχύτητα U. H ταχύτητα λοιπόν του άκρου, είναι ίση µε την ταχύτητα UA του 

σηµείου Α της περιφέρειας του τροχού (το νήµα δεν ολισθαίνει στην περιφέρεια του τροχού).  

 

Με βάση το παραπάνω έχουµε : Uάκρου=UA=2Ucm �    dxάκρου=2xcm 

 

Άρα προκύπτει το εξής : αν το cm µετατοπιστεί κατά ορισµένη απόσταση τότε το άκρο του νήµατος θα έχει 

την διπλάσια µετατόπιση. 

 

Όταν έχουµε ελεύθερο στερεό τό-

τε µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η  

στροφική κίνηση γίνεται κάθε χρονική 

στιγµή γύρω από τον άξονα που διέρ-

χεται από το cm του . Αυτό έχει σαν 

αποτέλεσµα η ταχύτητα του cm να 

είναι µόνο µεταφορική. 
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2.  ���� Νήµα είναι τυλιγµένο στην περιφέρεια της τροχα-

λίας  και στο ελεύθερο του άκρο έχουµε δέσει το σώ-

µα Σ. Αφήνουµε ελεύθερο το σώµα Σ το οποίο πέφτει 

κατακόρυφα. Αν το νήµα έχει αµελητέα µάζα και δεν 

ολισθαίνει στην περιφέρεια της τροχαλίας τότε να 

βρείτε α)  τη σχέση που συνδέει την ταχύτητα του 

σώµατος Σ U, σε σχέση µε την γωνιακή ταχύτητα ω, 

περιστροφής της τροχαλίας β) την σχέση της µετα-

φορικής επιτάχυνσης α του σώµατος Σ και της γωνια-

κής επιτάχυνσης αγων. της τροχαλίας και γ) το µήκος 

του νήµατος που ξεδιπλώνεται σε σχέση µε τη µετα-

τόπιση κατά την πτώση του Σ. 

Λύση  

Το σηµείο Π είναι σηµείο της περιφέρειας και ταυτό-

χρονα σηµείο του νήµατος. Επειδή το νήµα δεν ολι-

σθαίνει στην περιφέρεια της τροχαλίας, κάθε χρονική 

στιγµή η ταχύτητα της περιφέρειας είναι ίση µε την 

ταχύτητα των σηµείων του νήµατος. Το Α είναι σηµείο του σώµατος Σ και ταυτόχρονα σηµείο του νήµατος. 

Με βάση τον παραπάνω συλλογισµό η ταχύτητα των σηµείων της περιφέρειας (κάθε σηµείο της περιφέρειας 

κάνει µόνο κυκλική κίνηση) είναι ίση µε την ταχύτητα του σώµατος Σ ( το οποίο εκτελεί µόνο µεταφορική κί-

νηση), δηλαδή :  

α) UΠ=UA����   UA=ω.R    (1) 

β) Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση προκύπτει : 
��	


��
 =

��

��
. �����  αcm.=αγων.R    (2) ( αυτή η σχέση θέ-

λει απόδειξη στην περίπτωση αυτή αλλά και σε κάθε περίπτωση που δεν είναι κύλιση χωρίς ολίσθηση) 

γ) Από την (1) µε παραγώγιση προκύπτει ακριβώς το ίδιο συµπέρασµα µε την περίπτωση 1, δηλαδή όσο είναι 

το µήκος του νήµατος που ξεδιπλώνεται από την περιφέρεια της τροχαλίας τόση είναι η µετατόπιση κατά την 

πτώση του σώµατος Σ : dLνήµατος = dyπτώσης Σ  

 

3. ����Στην τροχαλία του διπλανού σχήµατος, το νήµα που έχει αµελητέα 

µάζα και είναι µη εκτατό,  είναι τυλιγµένο στην περιφέρεια της τρο-

χαλίας. Κρατάµε το ελεύθερο άκρο του νήµατος µε το χέρι µας και 

αφήνουµε ελεύθερη την τροχαλία να κινηθεί. Να βρείτε τις σχέσεις 

των µεγεθών όπως στην άσκηση 2. 

Λύση 

Ανάλογα µε την δύναµη ����, που ασκούµε στο άκρο Α, η τροχαλία 

µπορεί : α) να αιωρείται, δηλαδή το κέντρο της να έχει ταχύτητα 

µηδέν Ucm= 0 β) να κατεβαίνει ή γ) να ανεβαίνει. 

Ας δούµε την ανάλυση:  

Κάθε χρονική στιγµή και επειδή το νήµα δεν ολισθαίνει στην περιφέ-

ρεια της τροχαλίας θα πρέπει η ταχύτητα UA του άκρου Α, να είναι 

ίση µε την ταχύτητα UΠ του σηµείου Π της περιφέρειας της τροχαλί-

ας, δηλαδή UA=UΠ. Το ίδιο ισχύει και για τις επιταχύνσεις. 

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, για τη συσχέτιση των µεγεθών που αναφέραµε βολεύει να ξεκινήσουµε από την 

συσχέτιση των επιταχύνσεων ( αυτό γιατί η δύναµη καθορίζει σαν πρώτη φάση την επιτάχυνση ) και θα υπο-

θέσουµε ότι α) αρχικά αφήνουµε ( ω0=0 και Ucm.0=0) την  τροχαλία και ταυτόχρονα ασκούµε την F και β) θα 

υποθέσουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας γιατί εργαζόµαστε µε αλγεβρικές τιµές, ότι το cm επιταχύνεται προς 

τα κάτω. 

����Κάθε χρονική στιγµή ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο του τροχού και είναι κάθετος στο επίπε-

δο του. Συνεπώς η µοναδική δύναµη που δηµιουργεί ροπή ( άρα είναι υπεύθυνη για την περιστροφή ) είναι η 

τάση ��� του νήµατος, οπότε και η τροχαλία θα στρέφεται αντιωρολογιακά ( αριστερόστροφα ). 
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Το σηµείο Π κάνει σύνθετη κίνηση α) µια µεταφορική, άρα έχει ταχύτητα προς τα κάτω ( παραπάνω υποθέσα-

µε ότι το cm κινείται προς τα κάτω) β) και µια κυκλική, η οποία λόγω της θέση του σηµείου Π πάνω στον τρο-

χό έχει φορά προς τα επάνω : Uκυκλικής /Π=ω.R . 

Για την ολική ταχύτητα του σηµείου Π έχουµε : ����� � ���� � ������ � ����!"#$%#ή'/) *-UA=Ucm-

Uκυκλικής/π�UA=Uκυκλικής/Π-Ucm (I) �UA=ω.R-Ucm (II) Αν παραγωγίσουµε την σχέση αυτή προκύπτει η σχέση των 

επιταχύνσεων δηλαδή :  

                                          aA=aΠ=αγων.R-acm � αγων.R= acm+ aA (III) 

 

�Αν εφαρµόσουµε τον Θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για το νήµα, το οποίο έχει αµελητέα µάζα έχουµε : 

ΣFy=mνήµατος.ανήµατος� F-T’ =0.ανήµατος�Τ=Τ’ = F [ T’ είναι η αντίδραση ( ασκείται πάνω στο νήµα από την τρο-

χαλία στο σηµείο Π ) στην δύναµη Τ που ασκεί το νήµα στην τροχαλία ). Με απλά λόγια η δύναµη +� µεταφέ-

ρεται στην περιφέρεια του τροχού. 

� Από τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για το cm : ΣFy=m.acm�W-F=m.acm�mg-F=m.acm (IV) 

�Από τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης, ως προς το κέντρο της τροχαλίας έχουµε: Στ(κέντρο)=Ιcmaγων. 

� F.R=1/2mR2.aγων. � F=
,

-
mR.aγων.(V).  

Στην (IV) αντικαθιστούµε τις σχέσεις (ΙΙΙ) και (ΙV) και προκύπτει :   acm=
./012

3
     (VI) 

� Ανάλογα λοιπόν µε την τιµή της F το cm µπορεί να παραµένει  

Ακίνητο, να ανεβαίνει ή να κατεβαίνει. Αν για παράδειγµα acm=0, οπότε και η τροχαλία αιωρείται, τότε από 

(ΙV) προκύπτει : F = mg . 

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


