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Μερικά ειδικά θέµατα… 

1. O οµογενής τροχός του σχήµατος έχει 

µάζα m ακτίνα R. Η σταθερή δύναµη 

ασκείται σε ένα σηµείο της κατακόρυφης 

διαµέτρου. Αν y είναι η θέση του σηµείου 

εφαρµογής ( y=0 το κέντρο του κύκλου ) 

της δύναµης και προφανώς 

να γίνει η γραφική παράστασ

τριβής Τ σε συνάρτηση µε την θέση 

γνωρίζουµε ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας του 

τροχού ως προς τον άξονα του Ι

Απάντηση: 
Έστω αcm η µεταφορική επιτάχυνση του τροχού και α

του. Επειδή ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ισχύει η σχέση : α

(1). Έστω ότι αποφασίσαµε να σχεδιάσουµε την στατική τριβή µε φορά προς τα 

εµπρός ( ο σχεδιασµός γενικά είναι αυθαίρετος )

Για τη µεταφορική κίνηση του τροχ

για  τον οριζόντιο άξονα έχουµε : 

Από τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης ως προς το κέντρο του τροχού 

έχουµε:Στ(κέντροτουτροχού)=Ι

F.y-T.R=
�
� ��� ���

� 	F.y-
                             T=



� ��

σχέσης (3) φαίνεται στο διπλανό 

Από γράφηµα προκύπτ

συµπέρασµα : Η στατική τριβή έχει θετική 

αλγεβρική τιµή, δηλαδή φορά προς τα 

εµπρός ή πιο απλά έχει ίδια φορά µε την 

όταν το σηµείο εφαρµογής της 

από το κέντρο Ο του τροχού και 

συγκεκριµένα όταν :
�
� <y

άσκηση τέτοιου τύπου η δύναµη 

στην περιφέρεια του τροχού τότε αν ο 

τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει θα σχεδιάζουµε την στατική τριβή µε ίδια 

φορά µε την 
�. 
 

 

 

, Φροντιστήρια Μέσης Εκπαίδευσης & Σχολές Πληροφορικής

-mail: info@arogi.edu.gr 

www.arogi.edu.gr 

 

 

 

x 

 

οµογενής τροχός του σχήµατος έχει 

Η σταθερή δύναµη 
� 
ασκείται σε ένα σηµείο της κατακόρυφης 

είναι η θέση του σηµείου 

=0 το κέντρο του κύκλου ) 

της δύναµης και προφανώς -R� � �+R τότε 
γραφική παράσταση της στατικής 

σε συνάρτηση µε την θέση y, αν 

γνωρίζουµε ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του 

τροχού ως προς τον άξονα του Ιcm=
�
� ���. 

η µεταφορική επιτάχυνση του τροχού και αγων. η γωνιακή επιτάχυνση 

του. Επειδή ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ισχύει η σχέση : α

. Έστω ότι αποφασίσαµε να σχεδιάσουµε την στατική τριβή µε φορά προς τα 

εµπρός ( ο σχεδιασµός γενικά είναι αυθαίρετος ) 

Για τη µεταφορική κίνηση του τροχού από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής 

για  τον οριζόντιο άξονα έχουµε : ΣFX=macm	F+T=macm (2) 
Από τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης ως προς το κέντρο του τροχού 

=Ιcm.aγων. 	F.y-T.R=�
� ���aγων. 

����� 

-T.R=
�
� �����

�����F.y-T.R=�
�R(F+T) 	 

���
� � 1� , �� � � � �� �3�. H γραφική παράσταση της 
διπλανό σχήµα: 

Από γράφηµα προκύπτει το εξής 

: Η στατική τριβή έχει θετική 

αλγεβρική τιµή, δηλαδή φορά προς τα 

ή πιο απλά έχει ίδια φορά µε την 
� 
όταν το σηµείο εφαρµογής της 
� είναι πάνω 
από το κέντρο Ο του τροχού και 

y�R. Οπότε αν σε 
η δύναµη 
�  ασκείται 

στην περιφέρεια του τροχού τότε αν ο 

τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει θα σχεδιάζουµε την στατική τριβή µε ίδια 

R/2 0 

T 

F/3 
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η γωνιακή επιτάχυνση 

του. Επειδή ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ισχύει η σχέση : αcm=aγων.R 

. Έστω ότι αποφασίσαµε να σχεδιάσουµε την στατική τριβή µε φορά προς τα 

τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής 

Από τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης ως προς το κέντρο του τροχού 

γραφική παράσταση της 

τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει θα σχεδιάζουµε την στατική τριβή µε ίδια 

y R 

(+y) 

(+χ) 


� 

T 
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2. Μια οµογενής σφαίρα, µάζας 

t0=0 κατά µήκος οριζόντιου ε

µάζας η οποία είναι παράλληλη µε το οριζόντιο επίπεδ

ταχύτητα ω0, ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο και είναι 

παράλληλος στο οριζόντιο επίπεδο και κάθετος στην µεταφορική ταχύτητα. Να 

υπολογιστεί το χρονικό δι

την ολίσθηση και να αρχίσει να κυλίεται χωρίς ολίσθηση στις παρακάτω 2 

αρχικές συνθήκες : α) u

περιπτώσεις ότι η u0 έχει φορά προς τα δ

κίνησης των δεικτών του ρολογιού.)

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς τον άξονα που περνά από το 

κέντρο της Ιcm=
�
 mR

2, η επιτάχυνση της βαρύτητας 

ολισθήσεως µ ο οποίος θεωρείται ίσος

τριβής. 

Απάντηση 

Α) Αν u0>ω0.R 

Κάθε σηµείο του τροχού εκτελεί σύνθετη 

κίνηση. Η ταχύτητα !"�
ταχύτητα) του σηµείου επαφής είναι : 

VK=u0-ω0R, µε κατεύθυνση προς τα 

εµπρός ( όπως το σχήµα ). Άρα η τριβή 

που ασκείται στο σηµείο επαφής είναι 

τριβή ολισθήσεως ( η Τριβή είναι στατική 

όταν το σηµείο επαφής έχει ταχύτητα 

µηδέν ) και έχει κατεύθυνση 

ασκούνται πάνω στον τροχό είναι αυτές του σχήµατος

Α. Για την µεταφορική κίνηση του 

στον άξονα y’y έχουµε : Σ

τριβής έχουµε : Τ=µ.Ν	
Από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής έχουµε : 

 

(+) 

ω0 

Κ 

u0 

u0>VΠ VΠ 
VK 

Στη διαδροµή αυτή το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας µειώνεται συνεχώς, ενώ το µέτρο της 

Φυσική κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου
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Γνωρίζουµε ότι όταν έχουµε 

χωρίς ολίσθηση η ταχύτητα του κέντρου 
µάζας είναι ίση κατά µέτρο

ταχύτητα λόγω περιστροφής των 

σηµείων της περιφέρειας, δηλαδή 

u0=ω0R. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα το 

σηµείο επαφής να έχει κάθε χρονική 

στιγµή συνολική ταχύτητα uσυνισταµένη

Μια οµογενής σφαίρα, µάζας m και ακτίνας R εκτοξεύεται τη χρονική στιγµή 

κατά µήκος οριζόντιου επιπέδου µε αρχική ταχύτητα u0 για το κέντρο 

µάζας η οποία είναι παράλληλη µε το οριζόντιο επίπεδο και αρχική γωνιακή 

ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο και είναι 

παράλληλος στο οριζόντιο επίπεδο και κάθετος στην µεταφορική ταχύτητα. Να 

υπολογιστεί το χρονικό διάστηµα που απαιτείτε ώστε η σφαίρα να σταµατήσει 

την ολίσθηση και να αρχίσει να κυλίεται χωρίς ολίσθηση στις παρακάτω 2 

u0>ω0R και β) u0<ω0R ( Na υποθέσετε και στις δύο 

έχει φορά προς τα δεξιά και σφαίρα στρέφεται µε τη φορά 

κίνησης των δεικτών του ρολογιού.) 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς τον άξονα που περνά από το 

η επιτάχυνση της βαρύτητας g και ο συντελεστής τριβής 

ολισθήσεως µ ο οποίος θεωρείται ίσος µε τον συντελεστή οριακής στατικής 

τροχού εκτελεί σύνθετη 

!�#( η συνολική 
ταχύτητα) του σηµείου επαφής είναι : 

µε κατεύθυνση προς τα 

εµπρός ( όπως το σχήµα ). Άρα η τριβή 

που ασκείται στο σηµείο επαφής είναι 

τριβή ολισθήσεως ( η Τριβή είναι στατική 

όταν το σηµείο επαφής έχει ταχύτητα 

µηδέν ) και έχει κατεύθυνση προς τα εµπρός αφού u0>ω0.R. Οι δυνάµεις  που 

ι πάνω στον τροχό είναι αυτές του σχήµατος. 

Για την µεταφορική κίνηση του cm έχουµε : Από την ισορροπία του τροχού 

έχουµε : ΣFy=0 	 N-W=0 	 N = W. Οπότε για το µέτρο της 
	   T = µmg      (1) 

τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής έχουµε : ΣFX=macm 	 -T= ma

 

$"� 

%"""� 

&""� 

x(+) 

Y(+) 

u

ucm=!' 

Κ 

VK=0 
Κύλιση χωρίς ολίσθηση

Στη διαδροµή αυτή το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας µειώνεται συνεχώς, ενώ το µέτρο της 

ταχύτητας λόγω περιστροφής αυξάνεται συνεχώς. 

Ολίσθηση και κύλιση 

ω 

Φυσική κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου 
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Γνωρίζουµε ότι όταν έχουµε κύλιση 
η ταχύτητα του κέντρου 

κατά µέτρο µε την 

λόγω περιστροφής των 

σηµείων της περιφέρειας, δηλαδή 

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα το 

σηµείο επαφής να έχει κάθε χρονική 

συνισταµένη=0=V 

εκτοξεύεται τη χρονική στιγµή 

για το κέντρο 

και αρχική γωνιακή 

ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο και είναι 

παράλληλος στο οριζόντιο επίπεδο και κάθετος στην µεταφορική ταχύτητα. Να 

άστηµα που απαιτείτε ώστε η σφαίρα να σταµατήσει 

την ολίσθηση και να αρχίσει να κυλίεται χωρίς ολίσθηση στις παρακάτω 2 

υποθέσετε και στις δύο 

εξιά και σφαίρα στρέφεται µε τη φορά 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς τον άξονα που περνά από το 

και ο συντελεστής τριβής 

µε τον συντελεστή οριακής στατικής 

Οι δυνάµεις  που 

έχουµε : Από την ισορροπία του τροχού 

Οπότε για το µέτρο της 

macm 	  

ucm 

=(!'"""�( 
Κύλιση χωρίς ολίσθηση 
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u

 acm=-µg   (2). Από (2) είναι 

κίνηση του cm της σφαίρας είναι 

ισχύουν οι εξισώσεις : u = 

Β. Για τη στροφική κίνηση του τροχού

κίνησης έχουµε : Στ(ως προς το κέντρο)

αγων = 
 
�

)*
�  (5) [= σταθερή: οπότε έχουµε οµαλά επιταχυνόµενη στροφική κίνηση ].  

Συνεπώς η ταχύτητα λόγω περιστροφής των σηµείων της περιφέρειας δίνεται 

Vπ=ω.R = (ω0+αγων.t) .R 
� ��

Η κίνηση της σφαίρας θα µετατραπεί από κίνηση µε ολίσθηση σε κύλ

ολίσθηση την χρονική στιγµή που το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας γίνει ίσο µε 

το µέτρο της ταχύτητας λόγω περιστροφής των σηµείων της περιφέρειας, δηλαδή 

όταν : u=Vπ 
���,�+��,,,� u0-µgt   

 

Β) Αν uo<ωR τότε η συνισταµένη ταχύτητα του σηµείου επαφής έχει αρνητική 

κατεύθυνση δηλαδή προς τα πίσω. Συνεπώς η τριβή ολισθήσεως έχει κατεύθυνση 

προς τα εµπρός όπως το παρακάτω σχήµα : 

 

�Για την µεταφορική κίνηση του 

στον άξονα y’y έχουµε : Σ

τριβής έχουµε : Τ=µ.Ν	
Από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής έχουµε : Σ

      acm =µg =σταθερή (9)

cm είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη, συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης είναι: 

u = u0+ µgt   (10)  και  ∆x

Για τη στροφική κίνηση έχουµε :

Στ(ως προς το κέντρο)=Ι(ως προς το κέντρο)

αγων =- 
 
�

)*
�  (12) [=σταθερή: οπότε έχουµε οµαλά επι

 

 

u0<VΠ VK 

Στη διαδροµή αυτή το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας 

ταχύτητας λόγω περιστροφής 

(+) 

ω0 

VΠ 

u0 
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Από (2) είναι φανερό ότι η αcm είναι σταθερή κατά µέτρο, άρα η 

της σφαίρας είναι  ευθύγραµµη οµαλά επιβραδυνόµενη οπότε και 

= u0-|���|.t 	   u = u0-µgt   (3)    ∆x =u0t-��
Για τη στροφική κίνηση του τροχού : Από το θεµελιώδη νόµο της στροφικής 

(ως προς το κέντρο)=Ι(ως προς το κέντρο).αγων. ω 	 Τ.R = � mR
σταθερή: οπότε έχουµε οµαλά επιταχυνόµενη στροφική κίνηση ].  

Συνεπώς η ταχύτητα λόγω περιστροφής των σηµείων της περιφέρειας δίνεται 
��    VΠ = ω0R +  � µgt    (6)  

Η κίνηση της σφαίρας θα µετατραπεί από κίνηση µε ολίσθηση σε κύλ

ολίσθηση την χρονική στιγµή που το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας γίνει ίσο µε 

το µέτρο της ταχύτητας λόγω περιστροφής των σηµείων της περιφέρειας, δηλαδή 

   = ω0R + 
 
� µgt 	      t = 

�
.(

/0120�
)* )    (7) 

τότε η συνισταµένη ταχύτητα του σηµείου επαφής έχει αρνητική 

κατεύθυνση δηλαδή προς τα πίσω. Συνεπώς η τριβή ολισθήσεως έχει κατεύθυνση 

προς τα εµπρός όπως το παρακάτω σχήµα :  

Για την µεταφορική κίνηση του cm έχουµε : Από την ισορροπία του τροχού 

έχουµε : ΣFy=0 	 N-W=0 	 N = W. Οπότε για το µέτρο της 
	   T = µmg      (8) 

Από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής έχουµε : ΣFX=macm 	 T= ma
(9). Αφού η αcm είναι σταθερή αυτό σηµαίνει ότι η κίνηση του 

είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη, συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης είναι: 

x =u0+ 
�
� 345�   (11) 

Για τη στροφική κίνηση έχουµε : 

(ως προς το κέντρο).αγων. ω 	 -Τ.R = � mR
2aγων.	   

σταθερή: οπότε έχουµε οµαλά επιβραδυνόµενη στροφική κίνηση ].  

&""� 

x(+) 

Y(+) 

u

Κ 

VK=0 

Στη διαδροµή αυτή το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας αυξάνεται συνεχώς, ενώ το µέτρο της 

ταχύτητας λόγω περιστροφής µειώνεται συνεχώς. 

Ολίσθηση και κύλιση 

ucm
Κύλιση χωρίς ολίσθηση

VΠ 

$"� 
%"""� 

ω 
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είναι σταθερή κατά µέτρο, άρα η 

ευθύγραµµη οµαλά επιβραδυνόµενη οπότε και 
�
� 345�      (4) 

Από το θεµελιώδη νόµο της στροφικής 

mR2aγων.
�����  

σταθερή: οπότε έχουµε οµαλά επιταχυνόµενη στροφική κίνηση ].  

Συνεπώς η ταχύτητα λόγω περιστροφής των σηµείων της περιφέρειας δίνεται 

Η κίνηση της σφαίρας θα µετατραπεί από κίνηση µε ολίσθηση σε κύλιση χωρίς 

ολίσθηση την χρονική στιγµή που το µέτρο της µεταφορικής ταχύτητας γίνει ίσο µε 

το µέτρο της ταχύτητας λόγω περιστροφής των σηµείων της περιφέρειας, δηλαδή 

τότε η συνισταµένη ταχύτητα του σηµείου επαφής έχει αρνητική 

κατεύθυνση δηλαδή προς τα πίσω. Συνεπώς η τριβή ολισθήσεως έχει κατεύθυνση 

έχουµε : Από την ισορροπία του τροχού 

Οπότε για το µέτρο της 

macm 	  
είναι σταθερή αυτό σηµαίνει ότι η κίνηση του 

είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη, συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης είναι:  

στροφική κίνηση ].   

ucm 

cm 

Κύλιση χωρίς ολίσθηση 
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Οπότε και η εξίσωση που σχετίζεται µε την περιστροφή της σφαίρας είναι : 

Vπ=ω.R = (ω0+αγων.t) R 	
H κίνηση λοιπόν της σφαίρας µετατρέπεται από κύλιση µε ολίσθηση σε κύλιση 

χωρίς ολίσθηση όταν η συνολική ταχύτητα του 

σηµείου επαφής γίνει µηδέν, δηλαδή όταν 

ucm=Vπ 
��6�,�����,,,,,� u0+µgt   = ω

Σηµειώσεις : α) Στην εφαρµογή του Θεµελιώδη νόµου της στροφικής η ροπή των 

γιατί οι φορείς τους διέρχονται από τον άξονα περιστροφής, δηλαδή το κέντρο του τροχού.

β) Υπάρχει ακόµα 1 περίπτωση στην µελέτη τέτοιας κίνησης. Στην

τίθεται σε περιστροφή µε φορά ίδια µε την φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού. Υπάρχει και η 

περίπτωση να τεθεί η σφαίρα σε περιστροφή αντιωρολογιακά ( αριστερόστροφα ). Πάλι όµως ο 

λογισµός είναι ίδιος µε τις παραπάνω περιπτ
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Οπότε και η εξίσωση που σχετίζεται µε την περιστροφή της σφαίρας είναι : 

	  VΠ = ω0R -  � µgt    (13) 
κίνηση λοιπόν της σφαίρας µετατρέπεται από κύλιση µε ολίσθηση σε κύλιση 

χωρίς ολίσθηση όταν η συνολική ταχύτητα του κατώτερου σηµείου, δηλαδή του 

σηµείου επαφής γίνει µηδέν, δηλαδή όταν VK=0 	 
= ω0R - 

 
� µgt 	  t = 

�
.(

20�1/0
)* )   (14) 

Σηµειώσεις : α) Στην εφαρµογή του Θεµελιώδη νόµου της στροφικής η ροπή των 7""� και 
γιατί οι φορείς τους διέρχονται από τον άξονα περιστροφής, δηλαδή το κέντρο του τροχού.

β) Υπάρχει ακόµα 1 περίπτωση στην µελέτη τέτοιας κίνησης. Στην αρχή θεωρήσαµε ότι η σφαίρα 

τίθεται σε περιστροφή µε φορά ίδια µε την φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού. Υπάρχει και η 

περίπτωση να τεθεί η σφαίρα σε περιστροφή αντιωρολογιακά ( αριστερόστροφα ). Πάλι όµως ο 

λογισµός είναι ίδιος µε τις παραπάνω περιπτώσεις. 
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Οπότε και η εξίσωση που σχετίζεται µε την περιστροφή της σφαίρας είναι :  

κίνηση λοιπόν της σφαίρας µετατρέπεται από κύλιση µε ολίσθηση σε κύλιση 

ατώτερου σηµείου, δηλαδή του 

και %"""� είναι µηδέν 
γιατί οι φορείς τους διέρχονται από τον άξονα περιστροφής, δηλαδή το κέντρο του τροχού. 

αρχή θεωρήσαµε ότι η σφαίρα 

τίθεται σε περιστροφή µε φορά ίδια µε την φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού. Υπάρχει και η 

περίπτωση να τεθεί η σφαίρα σε περιστροφή αντιωρολογιακά ( αριστερόστροφα ). Πάλι όµως ο 


